B) Transformations spécifiques.

Il est nécessaire pour la suite de rappeler lanatienveloppe d’'une famille de droites.
L'enveloppeal’'une famille de droites a un parameftxg €st la courbel() formée degoints
caractéristiquesles droited;, points limites quand tend verd du point d'intersection de

(&) avec Qv) (éventuellement a I'infini) ; la courb&) est en général tangente en chacun de
ses points a une courldg)(et toute droité\; est tangente en au moins un point B $auf

dans le cas ou, sur un intervalle, les dratgsassent par un point fixe, auquel cas, ce point
appartient a I'enveloppe.

I) Transformation par développée et développante.

La développéénotion introduite par Huygens en 1673) d’'une beusst I'enveloppe de ses
normales. Le point caractéristique sur chaque nierest le point d’'intersection avec une
normale infiniment voisine, point qui est par défon le centre de courbure : la développée
est donc aussi le lieu des centres de courbure.

L’abscisse curviligne de la développée est le ral®oourbure de la courbe de départ ; ceci
se traduit cinématiquement par le fait que la néemaule sans glisser sur la développée.

Si donc on appelldéveloppanted’une courbe les courbes dont elle est la dévéeples
développantes sont aussi les lieux des points diumiée roulant sans glisser sur la courbe.
Cela peut se matérialiser par un fil enroulé swolarbe que I'on déroule en le laissant tendu.

fig. 13 : tracé d’une développée.
Les points singuliers de la développée correspdnden
auxsommetsle la courbe, c'est-a-dire aux extremums
du rayon de courbure notion généralisant celleadet p
situé sur un axe de symétrie avec tangente
perpendiculaire a cet axe.
Ci-contre, on constatera deux minimums non nuiset
T Dévdloppante maximum infini du rayon de courbure ; dans ce dgrn
cas, le point singulier est a l'infini, et la nofmast
asymptote a la développée.

tab. 2 : exemples de développées

courbe de départ développée Figure
ellipse X N y? —1 tétracuspide :
a2 b? 2/3 2/3
l l - 1
kb ka
aveck = a_b
b a




2

2
hyperbole :? -y

b2

1

courbe de Lamé :

1J2/3_ y 2/3_1
kb ka

a b
aveck=—+-—

b a

parabole y* = 2 px

parabole semi-cubique :
27py’ =8(x - p)’

cycloide(lieu d’'un point d’un
cercle roulant sans glisser sur une
droite)

la méme cycloide translatée

épicycloide de parametce
(lieu d’un point d’'un cercle de rayd®
roulant extérieurement et sans glisser
sur un cercle de rayaR).

g=1: cardioide ¢ = 2 : néphroide

épicycloide semblable dans
le rapporty/(g+2)

hypocycloide de paramétge
(lieu d’un point d’'un cercle de rayd®
roulant intérieurement et sans glisser
un cercle de rayogR).

g =3 : deltoide g = 2 : astroide

le rapporig/(q-2)

hypocycloide semblable dar

spirale logarithmiquep = €“

spirale

o e
logarithmique p=e




x=t-tht chainette :y =ch x

tractrice :
{y =1/cht

développante de cercle : cercle : x>+ y? =1
{x =cost+t sint

y =sint-tcog

Monge a étendu ces notions a I'espace en 178ddhommé « surface polaire » I'enveloppe
des plans normaux a une courbe gauche. Deux ptanganx infiniment voisins se coupant
suivant I'axe de symétrie du cercle de courbursyitace polaire est aussi la

réunion des axes des cercles de courbures derbes@oit la réunion des droites passant par
le centre de courbure et orthogonales au plan asaul C'est une surface développable qui
est un cylindre si et seulement si la courbe daudést plane (la surface polaire est alors le
cylindre orthogonal au plan de la courbe conssuitsa développée) et qui est un céne si et
seulement si la courbe de départ est sphériques [2arautres cas, I'aréte de rebroussement
de la surface polaire (courbe enveloppe des drertgendrant la surface) est le lieu des
centres des spheres osculatrices a la courbe.

Il ne faut par contre pas dénommer « développéenedourbe gauche le lieu de ses centres
de courbure, car les normales principales ne s#rp#s tangentes a cette courbe. La bonne
notion de développée est celle d’enveloppe d’'uméliiade normales a la courbe ; les
développées sont donc tracées sur la surface @oddic'en sont des géodésiques (courbes qui
se développent en des droites). On obtient undaj@wee en menant d’'un point de la courbe
un fil tangent a la surface polaire et en I'enrounsuite librement sur cette polaire.
Lorsqu'un plan normal décrit la courbe de déphpiyvbte sans glisser sur la surface polaire ;
lesdéveloppanted’une surface développable, courbes dont la seiatla polaire,
s’obtiennent donc comme lieux des points d’un jplavotant sans glisser sur la surface.

De méme les développantes d’une courbe gauchehemdont la courbe est une développée,
sont les lieux des points d’'une droite roulant sglisser sur la courbe.

II) Transformation par paralleles.

Deux courbes sont ditggrallelessi toute normale a l'une est une normale a I'awne

montre qu'alors la distance entre deux points enallr commune est une constante, appelée
distance de parallélisme.

Comme pour les droites, la relation de parallélisie® courbes planes est une relation
d'équivalence ; une classe d'équivalence est ftdnsades trajectoires des points d’'une droite
qui roule sans glisser sur une courbe, qui estValdppée commune a toutes ces courbes.
Les courbes paralleles a une courbe sont don@ledappantes de sa développée.



Les courbes paralleles a une coulbg §ont les courbes §), paralléle a [{o) d'indicea,
obtenues en reportant algébriquement une "long@etupartir des points dé€ ) sur la

normale orientée, autrement dit le lieu des poMts M, +aN, ot N, est le vecteur
normal enMj,,.

La réunion del(y) et (-5) est I' enveloppe des cercles de ragaentrés sur{p) ; c'est donc
aussi le contour apparent de la projection d'ue ftduche dont I'ame se projette suivap} |
ceci expligue pourquoi les courbes paralléleslbg&e s’appellent des toroides (contour
apparent de la projection d’un tore).

Interprétation physique : si la courbg) est une source lumineuse, d'apres le principe de
Huygens, les "fronts d’ondes" sont les envelopm@ssahdelettes élémentaires circulaires
émises par tous les points de la coufla (ce sont donc exactement les courbes parabeles

(Mo).

Les points singuliers des courbes paralleles déatila développée de la courbe de base ;
avec l'interprétation physique précédente, la e représente donc le lieu ou sont
concentrés les rayons lumineux émis par la countpénleuse.

Exemples :
tab. 3
courbe de départ courbes paralléles figure avelcges
paralléles et la développée.
_ X2y toroides :
ellipse : — += =1
u> Vv ua
X= (ui ]cost
Ju?sin’t+ V2 cod t
{ ad j .
y=| v+ sint
JuZsin’t+ V2 cod t
parabole y* = 2 px X =—pcott+ acost
y= Epcot2 t+asint

Le lieu d’un point d’'une droite roulant sans glisser une hypocycloide a nombre impair de
rebroussements est une courbe qui est paralldie @@&me ; lorsqu’elle est convexe, on
obtient une courbe lisse de largeur constantes ttarie direction, la largeur de la bande
circonscrite est constante (fig. 14).

fig. 14 : courbe de largeur constante, parallééeaméme, développante d’'une deltoide.



[1) Transformation par polaires réciproques.

La polaire réciproquegen abrégé polaire) d'une courbe plané& §) par rapport a un cercl€)
est I'enveloppe des polaires des pointd derdar rapport ag) ; c'est aussi I'ensemble des
poles des tangentesl@) par rapport a (C). Elle permet donc une visutibisadans le plan de
départP de la transformée de la courbe par la dualitéiéordessus en A) V) (voir figure
15).

fig. 15 : polaire d'une courbe

(Iy)

Polaire de (-{%‘)-\

Polaire de (T) ™4

Exemples :
La polaire d’'une conique propre est une coniquenaiajui est une ellipse, une parabole ou
une hyperbole, suivant que le pdle est & I'intér{ele. dans la zone contenant les foyers),
sur, ou a I'extérieur de la conique.
Les inverses des podaires vues ci-apres donn€arites exemples.

fig. 16 : polaires d’'une conique.



IV) Transformation par podaire et transformatiassociées.
La podaire (du grec, pous, podos "pied"”, notion étudiée paclsurin en 1718) d'une courbe
(F',) par rapport a un poinD est le lieu des pieds des perpendiculaires isdegd aux

tangentes a la courbEf ; la courbeorthotomiquede (") par rapport @ est, elle, le lieu des
symetriques d© par rapport aux tangentes a la courlg. (C'est donc lI'image de la podaire
de (o) par rapport & dans une homothétie de cer@et de rapport 2.

fig. 17 . courbe avec sa podaire et son orthotomiqu
M

La podaire est aussi I'enveloppe des cercles dretia PM], M, décrivant [ ;) (propriété

donnant une construction de la tangente a la pedair
C'est enfin linverse par rapport a tout cercleceptreO de la polaire def(,) par rapport a ce

cercle (voir le lieu du poinN dans la figure 15) ; cette propriété peut étnesibée par le
diagramme triangulaire :

fig. 18 : diagramme triangulaire 1

Podaire

L 4

A

Antipodaire
Exemples (tableau 8):
tab. 4 : exemples de podaires.
|antipodaire |nn§i'rinnd|| |nn§i'rinn dil ‘podaire




pble par pble par figure
rapporta |rapport ala
I'antipodaire |podaire
L . droite (tangente
extérieur a la ‘
parabole foyer . au sommet de |
droite
parabole)
Zel |Ir;ter|eur cubique
" s circulaire
parabole point isolé ) lle 3
(sauf le rationnelle a
point isolé
foyer)
cissoide
(cubique
" sur la point de circulaire
parabole rebroussemer |rationnelle a
point de
rebroussement)
cubique
circulaire
a l'extérieur rationnelle a
" de la : point double
parabole point double (strophoide
quand le pole e
sur la directrice
de la parabole)
conique a extérieur au |cercle (principal
foyer .
centre cercle de la conique)

différent du
foyer

point singulier
réel

quartique
bicirculaire
rationnelle




extérieur au

point singulier

limacon de
Pascal (cardioic

cercle . A
cercle réel guand le pdle e
surlecercle) |

hyperbole . lemniscate de
PN centre oint double :
équilatere P Bernoulli
deltoide quelconque | point singuliel|folium
astroide guelconque scarabée
épi- ou

.. |centre centre rosace
hypocycloide
spirale spirale

P centre centre P

logarithmique

logarithmique




V) Transformation par caustique.
Le terme caustique désigne d’'une facon généraiedieppe des rayons lumineux issus d'un
point & distance finie ou infinie aprés modificatipar un instrument optique. Méme si cela
ne correspond pas a la réalité physique, on comsldgayon modifié en entier, y compris la
demi-droite virtuelle.

Nous ne considérerons ici que deux types de cawestigpar réflexion, et par réfraction,
parfois appelées catacautiques et diacaustiques.

1) Caustique par réflexion.
La caustique par réflexiod'une courbel{,) pour une source lumineuSeest I'enveloppe des

rayons issus d8 apres réflexion par () considéree comme le profil d'un miroir.

LorsqueS est a distance finie, la caustique par réflexishlige aux transformations vues
précédemment ; elle est en effet la développéa dedrbe orthotomique, appelée dans ce cas
plutdt anticaustique ou caustiquesecondaire; rappelons que cette orthotomique est elle-
méme image de la podaire dg)(par rapport & dans une homothétie de cen8est de
rapport 2. D’'un point de vue physique, tout se @atenc comme si I'orthotomique était la
courbe émettrice (voir figure 19).

fig. 19 : construction de la caustique par réflexiavec des rayons issus d’'une source a
distance finie.

Orthotomique ou anticaustique
ou caustigue secondaire

Podaire
Construction du point caractéristightedu rayon
réfléchi : on projette le centre de courbluen M, en
J sur le rayon incident, puis &sur la normale en
~ M, : S KetM sont alignes.

Source lumineuse Caustique par réflexion,
développée de l'orthotomique

On a donc le diagramme triangulaire (en négligesnsimilitudes) :

fig. 20 : diagramme triangulaire 2.



Caustique inverse

¥

Caustique

Application de ce résultat : les caustiques pdexéin de cercle sont les développées de
limacon de Pascal (podaire de cercle), et 'anto@dd’'une courbe cycloidale a pour
caustique par réflexion une courbe cycloidale sahiél

Exemples (tableau 5):

tab 5 : exemples de caustiques.

courbe source lumineuse | caustique par réflexion | figure
réfléchissante

cercle sur le cercle et au | cardioide (= développé
sommet de la de cardioide)
cardioide

parabole foyer de la se réduit au point a
parabole I'infini dans la direction

de I'axe de la parabole

conigue bifocale |foyer de la coniqu | se réduit a I'autre foyel

10




spirale point asymptote d | spirale logarithmique
logarithmique la spirale

cissoide de point (4a, 0) cardioide

Diocles

cardioide point de néphroide
rebroussement

Lorsque S est a l'infini (les rayons incidents guaralléles), la caustique peut également se
construire comme développée ; une drbiterthogonale aux rayons étant choisie, la
caustique est la développée @miicaustique associée a la drolie lieu du symétrique par
rapport a la tangente &M du projeté dévl, surD ; remarquons que les différentes
anticaustiques associées aux dradesont paralléles et ont donc la méme développée (vo
figure 20).

fig. 20 : construction de la caustique par réflexiavec des rayons paralléles.
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centre de coubure

Anticaustique associée a la droite D

Caustique par réflexion,
développée de l'anticaustique

Le point caractéristique du rayon réfléchiMpnse
détermine comme projeté sur ce rayon du milieu du
segment joignari¥l, au centre de courbure dg)en

Mo.

tab. 6 : exemples de caustiques avec des rayoakapes.

courbe direction des caustique
réflechissante | rayons
cercle guelconque néphroide (courbe de P —.
la tasse de café) N/’V ‘Q\}\
RN ]
7 N
V! L/
BN 4
o, e
parabole parallele a I'axe | foyer
parabole perpendiculaire | cubique de
al'axe Tschirnhausen
7 \
SN v
N X ¥ W7
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arche de perpendiculaire | deux arches de
cycloide a l'axe de cycloide réduites de
roulement moitié
deltoide guelconque astroide
courbe paralleles Dy | chainette i 70
exponentielle j
y=¢€ }ff
/f
/
N %
\*n L §§§7?
NS

2) Caustique par réfraction.

La caustigue par réfractioou diacaustiqug d'une courbel{p) pour une source lumineuSe
est I'enveloppe des rayons issusS@pres réfraction paf §) considérée comme le profil d'un
dioptre, séparant deux milieux de réfringencesrditgs.

Si Mg est un point de la courbEg) etn une constante (qui peut étre négative), le rayon
réfracté du rayon incidens) est la droite) faisant un angle avec la normale (N) & §)
sini .
enMp, avec—— =n, oui est lI'anglel SM,,( N)].
° sinr gle{SM, (N)

R . . . n -
Seul le cas > 0 correspond a la réfraction physiqneét alors le rapport? des indices de
n

réfraction de l'autre coté @et du coté d&,donc aussi le rapport des vitesses de la lumiere
du cbté deset de l'autre coté) ; le cas= -1 redonne le cas de la réflexion.

On désigne paraustique par réfraction complépour la constante > 0 la réunion des

caustiques pour les constantest n ; c'est la développée dariticaustiquede (o) par
rapport aSassociée a la constamteenveloppe d'un cercl€) centré eMg sur (o) et de

13



M,S

rayon (donc dans un rapport constant avec la distandéydela source lumineuse).

L’anticaustique généralise donc I'orthotomique,eviate poun = 1 (voir figure 21).

fig. 21 : construction des anticaustiques positateségatives d’'une courbe.

Cercle dont I'anticaustique est I'enveloppe

Anticaustique négative .

Courbe réfractante

Anticaustique positive

Exemple : les anticaustiques de droite sont legjoes et les anticaustiques de cercle sont les
ovales de Descartes (comprenant les limacons amlPabtenus lorsque la source lumineuse
est sur le cercle). Les caustiques correspondantseent donc leurs développées.

Plus précisément, §l est le conjugué depar rapport a un cercl€) de centreD et de rayon
R, I'anticaustique ded) par rapport & pour la constante est I'ovale de Descartes défini par

: RMS+d MS =i% , oud = SO0 (voir figure 22).

fig. 22 : un ovale de Descartes obtenu comme argiitpue de cercle.

2

e

Les anticaustiques possedent deux belles proprietééciprocité, constituant les théorémes
de Mannheim :
1) linverse de I'anticaustique est I'anticaustiged'inverse.
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2) l'anticaustique de l'anticaustique (avec le mérmgeen et par rapport au méme point
lumineux$) est une courbe semblable a la courbe de dépentréS et rapport 1-1#).

Exemple d'application : la caustique par réfractiompléte d'un ovale de Descartes par
rapport a un foyer étant un autre foyer (proprigtiéest justement la raison de leur étude par
Descartes), I'anticaustique est un cercle. Voilarguaoi les anticaustiques de cercles sont les
ovales de Descartes.

Citons encore la notionatthocaustiqueald’une courbe, qui est I'enveloppe des
perpendiculaires aux rayons issusSa point d'impact sur la courbe. Mais 'orthocamst
n’est autre que I'antipodaire, et ne fait qu'ajoute terme de vocabulaire.

VI) Transformation par cissoidale.

La (courbe)cissoidale(du greckissos« lierre ») de deux courbeB,j et (",) relativement a

un pointO est le lieu {) des pointM tels queC%l\7| = I\/IDFI\/T2 ouM; est un point def(;) etM,

un point de I(»). Si (1) et ('») sont les images del {) et (",) dans les homothéties de
centreO et de rapports respectifs — 2 et 2, la cissoidateaussi le lieu des milieux des
segments[M 'wM '2] ou M’; est un point del() etM’, un point de [[’,), de sorte que la
cissoidale est une sorte de « médiane » entrdecascourbes.

Si (M) et ) ont pour équations polaires respectives fl(H) et p= fz(é?), la courbe

p=1,(8)-f,(8) est une portion de la cissoidale ; pour obteniciszoidale compléte, il
faut considérer les équations= f,(8) - f,(6+2km) oup = f,(8)+ f,(8+ (X+ 1)y7) (voir
figure 23).

fig 23 : constructions de cissoidales.

M M

En gras, une cissoidale partielle des courb

(M) et ().

es . L L o
Cette méme cissoidale vue comme médiane
des courbesl(,) et ('5).

Lorsqu'on échange les réles de)(et (I',), la cissoidale est changée en sa symétrique par
rapport a0, et la transformation () — (') est involutive en ce sens que la cissoidald dle (
et (",) relativement & est la courbel(;) de départ.
Exemples :

- lorsque [1) et (») sont deux droites paralleles, la cissoidale esttwisieme
droite paralléle.
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- lorsque [[,) et () sont deux droites sécantes, la cissoidale eshyperbole
passant pa®, d’asymptotesl(,) et la droite symétrique d€) par rapport 2.

- lorsque [1) est un cercle et qu@ est le centre de ce cercle, on obtient les
conchoidegvoir ci-dessous) de la courbiey).

- lorsque ;) est une coniquef §) une droite,O sur la conique, on obtient les
cissoidales de Zahradnjkce sont exactement les cubiques rationnellesldgoint singulier
n'‘est pas a l'infini et qui possedent au moins asmptote (a distance finie). Lorsque la
conigue est un cercle, on obtient exactement IBgjaas circulaires rationnelles.

- lorsque [[,) et (,) sont des cercles & est sur I'un des cercles, on obtient les
quartiques bicirculaires unicursales

- Lorsque les deux courbeB,) et (,) sont confondues, la cissoidale n’est pas
forcément réduite a un point (car les poikts et M, peuvent étre distincts). Par exemple,
lorsque [[1) et (",) sont deux cercles confondus, les cissoidalexi#ssosont les « courbes
de Booth », dont la lemniscate de Bernoulli estam particulier.

fig 24 : la lemniscate de Bernoulli comme cissaidal

M = OM" = PP’

On peut s’intéresser au cas limite ou le p6le @ikda@st a I'infini, disons dans la direction de
Ox; & deux courbes d'équation= f,(x) et y= f,(x) est alors associée la courbe

y=1,(x)- f(X).

VII) Transformation par conchoide.
La conchoide(du greckogkhoeidés« semblable & une coquille ») d'une couili® e podle
O et de raisom est le lieu des point#1 de la droite QM) situés a une distaneedeMy , Mg

décrivant [o) ; c’est un cas particulier dassoidale(voir ci-dessus). L’équation polaire est
p=f(6)xa si p=1(6) est celle de la courbe de départ.

Exemples :

tab 7 : exemple de conchoides

courbe de départ conchoide

droite conchoide de
Nicoméde //x

_/A\“

——
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cercle Limacon de Pascal

rosacep = cosnéd courbe  ornementale€Casn =7 /3
n‘ayant pas recu de
nom précis.
raison < 1 raison=1| raison > 1
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